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О теореме Кигурадзе для линейных краевых задач
В работе исследуется предельное поведение решений неоднородных краевых задач
для систем линейных обыкновенных дифференциальных уравнений на конечном интер-
вале. Получено обобщение теоремы И.Т. Кигурадзе (1987) о предельном переходе.
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Вопросы предельного перехода в системах дифференциальных уравнений встреча-
ются во многих задачах теоретического и прикладного характера. Наиболее полно они
исследованы применительно к решениям задачи Коши для систем дифференциальных
уравнений первого порядка [1–5]. Более сложный случай линейных краевых задач изу-
чался в работах И.Т. Кигурадзе [6, 7] и его последователей [8–10].
Рассмотрим на конечном интервале (a, b) систему m ∈ N линейных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка
y′(t) + A(t)y(t) = f(t) (1)
с общими неоднородными краевыми условиями
By = c, (2)
где линейный непрерывный оператор
B : C([a, b];Cm)→ Cm.
Предполагается, что матрица-функция A(·) ∈ L([a, b];Cm×m), вектор-функция f(·) ∈
L([a, b];Cm), а вектор c ∈ Cm.
Под решением системы дифференциальных уравнений (1) понимается абсолютно
непрерывная на отрезке [a, b] вектор-функция y(·), которая удовлетворяет равенству (1)
почти всюду. Неоднородное краевое условие (2) корректно определено на решениях си-
стемы дифференциальных уравнений (1) и охватывает все классические виды краевых
условий. Как известно (см., например, [6]) краевая задача (1)–(2) является фредголь-
мовой. Поэтому для однозначной всюду разрешимости этой задачи необходимо и до-
статочно, чтобы однородная краевая задача имела только тривиальное решение.
Пусть теперь наряду с задачей (1)–(2) задана последовательность неоднородных
краевых задач
y′n(t) + An(t)yn(t) = fn(t) (3)
с краевыми условиями вида
Bnyn = cn, (4)
где матрицы-функции An(·), операторы Bn, вектор-функции fn(·) и векторы cn удовле-
творяют приведенным выше для задачи (1)–(2) условиям. Пусть решение y(·) задачи
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(1)–(2) и решения yn(·) задач (3)–(4) существуют и однозначно определены. Тогда пред-
ставляет интерес вопрос о том, когда при n→∞
‖y(·)− yn(·)‖∞ → 0, (5)
где ‖ · ‖∞ — sup-норма на отрезке [a, b].
По-видимому, впервые этот вопрос был поставлен и исследован И.Т. Кигурадзе [7].
При этом предполагалось, что все функции в задаче являются вещественными.
Введем некоторые обозначения, необходимые для формулировок утверждений в
удобной для нас форме. Положим
RAn(·) := An(·)− A(·) ∈ L([a, b];C
m×m),
F (·) :=


f1(·) 0 . . . 0
f2(·) 0 . . . 0
...
...
. . .
...
fm(·) 0 . . . 0

 ∈ L([a, b];Cm×m),
Fn(·) :=


f1n(·) 0 . . . 0
f2n(·) 0 . . . 0
...
...
. . .
...
fmn(·) 0 . . . 0

 ∈ L([a, b];Cm×m),
RFn(·) = Fn(·)− F (·),
R∨Fn(t) :=
∫ t
a
RFn(s)ds, R
∨
An
(t) :=
∫ t
a
RAn(s)ds.
Теорема Кигурадзе. Пусть выполнены условия:
(0) Однородная краевая задача (1)–(2) имеет только тривиальное решение,
(I) ‖R∨An‖∞ → 0, n→∞,
(II) ‖RAn(·)‖1 = O(1), n→∞,
(III) Bny → By, y ∈ C([a, b]; C
m), n→∞.
Тогда для достаточно больших n задача (3)–(4) однозначно разрешима. Если кроме
того выполнены условия на правые части задач
(IV) cn → c, n→∞,
(V) ‖R∨Fn(·)‖∞ → 0, n→∞,
то единственные решения задач (3)–(4) удовлетворяют предельному равенству (5).
Здесь и всюду дальше ‖ · ‖1 — норма в пространстве Лебега L1 на отрезке [a, b].
Примеры показывают, что в теореме Кигурадзе все условия существенные и не одно из
них нельзя отбросить. Однако, как выяснилось, некоторые из них можно значительно
ослабить.
Обозначим через Mm := M(a, b;m), m ∈ N класс последовательностей матриц-
функций Rn(·) : N→ L([a, b];C
m×m), для которых решение Zn(·) задачи Коши
Z ′n(·) +Rn(·)Zn(·) = O, Zn(a) = Im
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удовлетворяет предельному соотношению
‖Zn(·)− Im‖∞ → 0, n→∞,
где Im — единичная (m×m)-матрица.
Положим теперь
AFn(·) :=
(
An(·) Fn(·)
Om Om
)
∈ L([a, b];C2m×2m),
RAnFn(·) := AFn(·)− AF (·) ∈ L([a, b];C
2m×2m),
где Om — нулевая (m×m)-матрица.
Основным результатом данной работы является
Теорема 1. В формулировке теоремы Кигурадзе можно заменить условия (I), (II) на
одно более общее условие
RAn(·) ∈M
m, (6)
а условие (V) заменить на
RAnFn(·) ∈M
2m. (7)
Условия (6), (7) не являются конструктивными поскольку отсутствуют описания
классов Mm и M2m. Однако из результатов работ [3–5, 8] вытекают удобные для при-
менений достаточные условия принадлежности последовательности матриц-функций к
этому классу. Поэтому из теоремы 1 вытекает ряд утверждений, которые обобщают или
дополняют теорему Кигурадзе и выражаются в явном виде.
Теорема 2. В формулировке теоремы Кигурадзе можно заменить условие (II) на
более общее условие
(II∗) ‖RAn(·)R
∨
An
(·)‖1 → 0, n→∞,
и добавить условие
(VI∗) ‖RAn(·)R
∨
Fn
(·)‖1 → 0, n→∞.
Преимущества теоремы 2 перед теоремой Кигурадзе становятся более заметными,
если рассмотреть их приложения к системам линейных дифференциальных уравнений
порядка r ≥ 2 вида
y(r)(t) + Ar−1(t)y
(r−1)(t) + · · ·+ A0(t)y(t) = f(t) (8)
с общими неоднородными краевыми условиями вида
Bjy = cj, j ∈ {1, 2, . . . , r} =: [r]. (9)
Здесь линейные непрерывные операторы Bj : C
(r−1)([a, b];Cm) → Cm, а матрицы-
функции Aj−1(·), вектор-функция f(·) и вектор cj такие же, как в (1) и (2). Пусть
теперь наряду с (8)–(9) задана последовательность краевых задач
y(r)n (t) + Ar−1,n(t)y
(r−1)
n (t) + · · ·+ A0,n(t)yn(t) = fn(t), (10)
Bj,nyn = cj,n, j ∈ [r], n ∈ N. (11)
Каждую из этих задач очевидным образом можно свести к общей неоднородной кра-
евой задаче для системы уравнений первого порядка. Применительно к этим задачам
теорема Кигурадзе приобретает следующий вид.
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Теорема 3. Пусть выполнены условия (0) и при j ∈ [r], n→∞,
(I′) ‖R∨Aj−1,n(·)‖∞ → 0,
(II′) ‖RAj−1,n(·)‖∞ = O(1),
(III′) Bj,ny → Bjy, y ∈ C
(r−1)([a, b];Cm).
Тогда для достаточно больших n задача (10)–(11) однозначно всюду разрешима.
Если кроме того
(IV′) cj,n → cj, j ∈ [r], n→∞,
(V) ‖R∨Fn(·)‖∞ → 0, n→∞,
то единственные решения краевой задачи (10)–(11) удовлетворяют соотношениям
‖y(j−1)(·)− y(j−1)n (·)‖∞ → 0, n→∞, j ∈ [r].
Из теоремы 2 в этом случае вытекает, что справедлива
Теорема 4. В формулировке теоремы 3 можно заменить условие (II′) на
(II∗∗) ‖RAr−1,n(·)R
∨
Aj−1,n
(·)‖1 → 0, n→∞, j ∈ [r].
Если добавить условие
(VI∗∗) ‖RAr−1,n(·)R
∨
Fn
(·)‖1 → 0, n→∞,
которое заведомо выполнено, коль выполнены условия (II′) и (V′).
Отметим, что условия (II∗∗) и (VI∗∗) заведомо выполнены если ‖RAr−1,n(·)‖1 = O(1).
При этом нет никаких ограничений на последовательность {‖AAj−1,n(·)‖1 : n ≥ 1} при
j ∈ [r − 1].
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